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1 Determinant matice

Determinant je hodnota, kterou velmi specifickym zptisobem piifadime ¢tvercové matici

{:} (formélné je determinant zobrazeni M,,(T) — T ). Determinanty jsou extrémné so-
fistikovany ndstroj, pomoci kterého lze fesit pokrocilé problémy linedrni algebry. Zadam
vés proto o trpélivost, ponévadz zavedeni determinantu je zcela neintuitivni. Jeho smysl
ukazi az hlubsi vysledky.

V lekci si zavedeme pojem determinant ¢tvercové matice a naucime se determinant matice
@ spocitat.

K zavedeni pojmu determinant je poznamenat nékolik pojmu z teorie permutaci. Permutace
na mnozin¢ A je libovolné bijektivni zobrazeni A — A. JestliZze je A kone¢nd, n prvkova
mnoZina, potom na ni existuje pravé n! riznych permutaci. Kazda permutace na mnoziné
{1,...,n} se da vyjadfit jako posloupnost prvki a; ... a,, kde plati a;,...,a, € {1,...n} a
kazdy prvek z mnoziny {1, ...,n} se v posloupnosti vyskytuje pravé jednou. Takovato posloup-
nost se nazyva poradi. Potadi a; . . . a,, potom predstavuje permutaci

l—=a,2—=as,...,n— ay,.

Demonstrujme si vy$e zminéné na konkrétnim piikladu mnoziny {1,2,3}. Existuji tyto
poradi
123,132,213, 231, 312, 321.

Napriklad poradi 213 definuje permutaci
1—=2,2—=1,3— 3.

Jestlize v poradi prehodime kterékoliv dva prvky, potom fikdme, Ze provadime inverzi na
poradi. Vezmeme-li libovolné potadi a; . .. a, a budeme-li chtit pomoci inverzi ziskat zdkladni
potadi 123 ... n, potom &islo (—1)7, kde p je pocet provedenych inverzi je stéle stejné (nezavislé
na konkrétni posloupnosti pfi provadéni inverzi).

JestliZe mame permutaci P na mnoZiné {1, ..., n}, potom ozna¢me pravé

sgn P = (—1)?

a tuto hodnotu potom nazyvame znaménkem permutace. Nékdy také fikdme, Ze permutace je
sudd jestlize sgn P = 1 a lichd v ptipadé sgn P = —1. Touto terminologii zdlraziiujeme, Ze
pravé sudost ¢i lichost poctu inverzi se neméni.

Definice 3.1 M¢&jme matici A € M,,(T), kde

@11 A1z *** Aip

Q21 Qg2 - Q2p
A= ,

Am1 Am2 = Qmn

potom determinantem matice A (znalime | A|) rozumime hodnotu

Al = ngnP “a1p(1) " A2p(2) "7 AnP(n)-
P

Ve vyrazu s¢itdme ptes vSechny permutace na mnoziné {1,...,n}.
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Z definice 1ze pfimo odvodit vztahy pro permutace na ,,malych* maticich:

11 G12|
= A11Q22 — A120G21,
a21 A22
ail aiz a3
A21 Q22 Qo3 | = 11022033 + Q12023031 + Q13021032 — (A11G23032 + Q12021033 + A13022G31).
a31 A32 A33

Pocet s¢itanci ndm roste faktoridlem (!!!) s velikosti matice. Proto je tfeba najit vhodné&jsi
zpusob k vypocétu determinantd. Pfimo z definice 1ze vypozorovat n€kolik tvrzeni. Nadile
predpoklddejme, Ze vSechny matice, které se v textu objevi jsou Ctvercové.

Véta 3.1 Jestlize md matice A nulovy Fddek, potom |A| = 0.

Véta 3.2 Jestlize je matice A v trojithelnikovém tvaru, potom |A| = a1y - agg -+ + Gy

Véta 3.3 Pro kaZdou matici A plati |A] = |AT].

Véta 3.4 JestliZe matice B vznikla 7 matice A piehozenim dvou ¥ddkii, potom plati | B| =
—[A].

Véta 3.5 Jestlize matice B vznikla 7 matice A vyndsobeni nékterého rdadku hodnotou k,
potom plati k - |A| = | B].

Véta 3.6 JestliZe matice B vznikla z matice A prictenim libovolného ndsobku nékterého
Fadku k jinému Fddku matice, potom plati |A| = | B).

Posledni véta, kterou budeme hojné€ pouzivat pii vypoctu determinantu je tzv. Laplaceova
véta.

Véta 3.7 Méjme matici A. Oznacime-li si pro libovolné i,j € {1,...,n} matici A;;,
kterd vznikne z matice A vyskrtnutim i-tého rddku a j-tého sloupce, potom pro libovolné
ke {l,...,n} plati

n n

Al = (=1 ag, | Ay = D (1) ai] A

j=1 i=1

Uvedené vztahy zavadi takzvany Laplacetiv rozvoj podle k-tého fadku (resp. k-tého sloupce).

vV s

Vysledkem je, Ze determinant matice stupné n 1ze prevést na soucet determinantii matic niz§ich
stupnid. Napriklad rozvoj nasledujici matice podle tfetiho fadku vypada



1102

0-910 1 02 102 112 110
2_201:2- -210(+2-1010{4+0-/0-20|—-1-{0-21}{.
11192 1 12 112 112 111

Jesté vyrazné efektivnéjsi zpisob determinantu je kombinace Laplaceova rozvoje a Véty
3.6. Pomoci této vétu mizeme analogicky ke Gausové eliminacni metodé vytvafet v matici
nuly a tim si zjednodusovat Laplacetiv rozvoj. Napiiklad v nasledujici matici ve druhém kroku
vyuzijeme Laplacetiv rozvoj podle prvniho sloupce a ve tietim kroku Laplacetliv rozvoj podle
tretiho fadku.

1102 110 2

—21 0
0-210] [0-210 —2 0
2201 |[0-40-3]" _042_03 :—‘_4_3’——((—2) (=3)+0-(—4)) = —6

1112 0010

vvvvvv

Véta 3.8 Jestlize A a B jsou matice, potom plati |A - B| = |A] - | B|.

Definice 3.2 Matice se nazyva reguldrni jestlize |A| # 0. V opacném piipadé nazyvame
matici singuldrni.

Véta 3.8 ndm navic pfimo dokazuje nésledujici tvrzeni.

Véta 3.9 Mnozina vsech singuldrnich matic je uzaviena na ndsobend.

2 Inverzni matice

Inverzni matice jsou inverzni prvky v monoidu ¢tvercovych matic s operaci ndsobeni. V
@ této kapitole si ukdZeme kdy tyto matice existuji, jakym zptsobem je 1ze nalézt a ukazeme
si jakym zptisobem souvisi s determinanty.

Definice 3.3 Matice A~! se nazyv4 inverzni matice k matici A jestlize plati A- A~ = F =
A7 A,

Z Véty 3.6 ihned plyne:

Véta 3.10 Jestlize k matici A existuje inverzni matice A™', potom

1
A = .

V diisledku potom, |A| # 0 a tedy matice A je reguldrni.




Prvni zptisob jak nalézt inverzni matici nabizi ve svém disledku Laplaceova véta.

Véta 3.11 Jestlize matice A je reguldrni, potom existuje inverzni matice a navic plati

A A -+ A '

Al 1 Aot Agp -+ Ay
A oo ’

Aml Am2 Amn

kde A;; = (1) - | A| jsou ¢leny z Laplaceova rozvoje.

Véta 3.12 Reguldrni matice vzhledem k ndsobeni tvori grupu

Véta 3.13 Matice je invertibilni tehdy a jen tehdy, je-li reguldrni.

Druhy casto rychlejsi zptisob vypoctu inverzni matice nabizi Gaussova eliminacni metoda.

Véta 3.14 Méjme matici A. Pokud existuje posloupnost rdadkové ekvivalentnich viprav mezi
maticemi
(A|E) ~ -~ (E[B),

potom plati, Ze B = A~L. Svisld &dra uprostied obdélnikové matice je pouze pomocnd.
Rddkoveé ekvivalentni tipravy se musi provddeét s celym rddkem na obou strandch matice.

Demonstrujme si tuto vétu na nasledujicim vypoctu inverzni matice. Z uprav

1 1-1{100 11-1]1 00 100/-11 -1
110010 ~1001|-110|~(010[/1 01
—-10 1{001 01 0101 001—-11 O

Jak 1ze skutecné ovéfit vyndsobenim matic, plati

1

1 1-1\ -11-1
110 = 1 01
-10 1 -110
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